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線形計画法
未定乗数法
ペナルティ関数法＋非線形関数最適化

場所： 船１講義室
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【制約つき関数最適化】 線形計画問題と線形計画法

線形計画問題とは？
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線形計画問題の例１ 資源配分問題 （静岡理工科大学総合情報学部菅沼研究室のサイトより引用）

ある製品 X1 および X2 を生産するためには3種類の原料 a, b, c を要する。
各製品1単位分を生産するのに必要な各原料の量とその在庫量は以下の表のとおり：

原料 製品X1に対する必要量 製品X2に対する必要量 在庫量

a 3 1 9

b 2.5 2 12.5

c 1 2 8

製品Ｘ１の利益3万円 製品Ｘ２の利益2万円

このとき、原料の在庫が許す範囲内で利益が最大になるように
製品Ｘ１とＸ２の生産量を決めよ。

制約条件：

目的関数：
（最大化する）
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製品 X1 の制約

製品 X2 の制約

変数 変数
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線形計画問題では、制約条件を構成する超平面
同士の交点のどこかの頂点に解が存在する



import numpy as np
from scipy.optimize import linprog

c = [-3, -2]
A = [[3, 1], [2.5, 2],[1,2]]
b = [9, 12.5,8]
x0_bounds = (0, None)
x1_bounds = (0, None)
res = linprog(c, A_ub=A, b_ub=b, bounds=(x0_bounds, x1_bounds))

Print( res )

>python linProg.py
con: array([], dtype=float64)
fun: -11.999999999648534

message: 'Optimization terminated successfully.'
nit: 4

slack: array([2.2769342e-10, 1.5000000e+00, 2.8218583e-10])
status: 0
success: True

x: array([2., 3.])

コスト関数 C @ x を最小化

A ＠ x ≦ b

x の上限と下限

線形計画法のソルバ

答え

【実行結果】

【Pythonによる線形計画法の実行】



線形計画問題の例２ 輸送問題 （長尾智晴著「最適化アルゴリズム」より引用）

5箇所の倉庫（1 ≦ｉ≦5 ）に保管してある製品を10箇所の営業所 （1 ≦ ｊ≦10）に輸送する。

倉庫 ｉ から営業所 ｊ に製品を輸送する単位製品あたりのコストは で与えられる。

倉庫 ｉ の在庫を 営業所 ｊ からの注文量を

倉庫 ｉ から営業所 ｊ へ輸送する製品の量を とする。

このとき輸送のための全体コストを最小にするような輸送量の割当 を求めよ。
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線形計画問題の 正準形（canonical form）

以下の条件のもとでｚを最大にするｘを求める：
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ただし

正準形でない線形計画問題はいくつかの操作により正準形に直せる

・条件不等式を等式に直す： を

スラック変数と呼ばれる新たな変数 を導入して

と書き換える。不等号が逆の場合も同様。
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線形計画問題の解法：線形計画法（Linear Programming: LP）
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線形計画問題の解法：線形計画法（Linear Programming: LP）

線形計画問題の 正準形（canonical form）

以下の条件のもとでｚを最大にするｘを求める：






























0

11

11

11

1111

c

b

b

z

x

x

xcxc

xaxa

xaxa

mmn

n

nn

nmnm

nn


















0,,

0,,

1

1

m

nm

bb

xx




ただし

正準形でない線形計画問題はいくつかの操作により正準形に直せる

・条件不等式を等式に直す： を

スラック変数と呼ばれる新たな変数 を導入して

と書き換える。不等号が逆の場合も同様。

 


n

j ijij bxa
1

 


n

j jijii xabx
1

'

 


n

j iiijij xbxxa
1

0','



12

線形計画問題の解法：線形計画法（LP）

正準形線形計画問題の解法： シンプレックス法

シンプレックス法の処理手順の概要：

１） 可能解の一つである基底解からスタートする

２） 可能解を逐次改善していく
その際に、超平面の交線に沿って効率良く改善（詳細は省略）
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0111 ,,,,0,,0 czbxbxxx mnmnn    自明な解

全て０

小規模問題ならエクセル
大規模問題では

専用ソフトを利用せよ

【注】 非線形最適化法の
「滑降シンプレックス法」とは別物！

資源配分問題
の場合
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【制約つき関数最適化】 ここまでのまとめ

線形計画問題とは？

線形等式制約
線形不等式制約 のもとでの 線形目的関数の最大化／最小化

【特徴】 式の超平面同士の交点のどこかに最適解が存在
【解法】 実行可能解を改善していく＝線形計画法（ＬＰ） シンプレックス法

非線形計画問題とは？ 制約や目的関数が線形ではない場合全て

【制約条件が等式の場合】

【制約条件に等式と不等式が混在する場合】

小規模問題ならエクセル
大規模問題では

専用ソフトを利用せよ
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【制約つき関数最適化】 ここまでのまとめ
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【制約つき関数最適化】 非線形計画問題
非線形計画法（nonlinear programming）

)(xf  nxxx ,, 21x目的関数 ただし

を制約条件 0)( xih ただし mi ,2,1 （等式制約条件）

のもとで最小化する問題。

等式制約条件だけの場合：まず ラグランジュの未定乗数法 を試みよ

ラグランジュ関数  
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目的関数 等式制約条件
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【制約つき関数最適化】 非線形計画問題
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【等式条件下での最大化問題の例】

２辺の長さが x, y の長方形を底辺とする高さ z のフタの無い容器を作る。
この容器の表面積 を一定のもとで、
体積 を最大にするには、x, y, z を
どのような比率にしたら良いか？

  ayzxzxy  2
xyzV 
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xyzzyxf ),,(目的関数

等式制約条件   02),,(1  ayzxzxyzyxh

このとき、ラグランジュ関数は
定数 を使って右式で表される：
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【制約つき関数最適化】 非線形最適化問題
非線形計画法（nonlinear programming）

)(xf  nxxx ,, 21x目的関数 ただし

を制約条件 0)( xih ただし mi ,2,1

0)( xjg ただし ,2,1j

（等式制約条件）

（不等式制約条件）

のもとで最小化する問題。

不等式制約条件の扱い： ペナルティ関数法

)()( xx pf  に変換して、ペナルティ関数 )(xp を導入し、目的関数を

制約のない関数最適化問題として解く

ペナルティ関数の例：
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満たせば最小

不等式制約を
破りそうになると大きくなる

不等式制約を
満たさない場合、
Ｐ（ｘ）＝∞
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【制約つき関数最適化】 非線形最適化問題
非線形計画法（nonlinear programming）
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バリア関数
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【制約つき関数最適化】 まとめ

線形計画問題とは？
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【特徴】 式の超平面同士の交点のどこかに最適解が存在

【解法】 実行可能解を改善していく＝線形計画法（ＬＰ）シンプレックス法

非線形計画問題とは？ 制約や目的関数が線形ではない場合全て

【制約条件が等式の場合】 ラグランジュの未定乗数法を試みよ

【制約条件に等式と不等式が混在する場合】
目的関数＋ペナルティ関数 を「制約のない数値最適化法」で最小化せよ

小規模問題ならエクセル
大規模問題では専用ソフトを利用せよ



【演習問題】 学籍番号
氏 名

製品Ｘ１（3万円） ４ｈ ２ｈ １ｈ

製品Ｘ２（2万円） １ｈ ２ｈ ３ｈ

1週間あたり
の稼動時間 ７２ｈ ４８ｈ ４８ｈ

加工機Ａ 加工機Ｂ 加工機Ｃ

右図のように3台の加工機械を保有して
いる工場が製品Ｘ１およびＸ２を生産する。
1週間あたりの稼働時間の制限範囲内で
利益を最大にするには、それぞれの製品
Ｘ１、Ｘ２をどれだけ作るべきか計算せよ。

レポート課題提出方法

上記のプログラムを下記の課題提出用フォルダへ、課題の番号と提出者が分かるように
ファイル名を以下のようにしてアップロードせよ

第６回1TE19xxxZ名前
https://share.iii.kyushu-u.ac.jp/public/lRbwAAVITI5A2X4BE45t6TqQIE0UQSQUl5Bap_kZ_sjy 

上記課題をPythonの線形計画法のソルバを利用してプログラムを組み、
実行して結果を手計算と比較して確認せよ。

講義資料、および上記フォルダへのリンクは下記ホームページから
http://sysplan.nams.kyushu-u.ac.jp/gen/edu/SystemsDesignEngineering/2019/index.html


