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検定（４）：適合度の検定
Ｋ－Ｓ検定

授業の資料等は

http://sysplan.nams.kyushu-u.ac.jp/gen/index.html



検定によってどんなことが判定できるか？

・比率の検定
（１） 母比率 が、ある値 に等しいといえるか？

（２） 比率の差の検定： ２つの異なる母集団の間で、母比率に差があるといえるか？
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・平均値の検定（正規母集団）
（１） 母集団の平均値 が、ある値 に等しいといえるか？

（２） 平均値の差の検定： ２つの異なる母集団の間で、母平均に差があるといえるか？
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・分散の検定
（１） 正規母集団の分散 が、ある値 に等しいといえるか？

（２） 分散の差の検定： ２つの異なる正規母集団の間で、分散に差があるといえるか？
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・適合度の検定
（１） 観察されたデータが、特定の分布に一致しているといえるか？

（２） ２つの母集団の確率分布が異なるものであるかどうか？

分布の種類を問わない
（ノンパラメトリック）
コルモゴロフ・スミルノフ検定



【復習】 確率変数のとりうる値が離散かつ無限個の場合

単位時間あたり平均で 回発生する事象が、

単位時間に 回（ゼロを含む）発生する確率
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ポアソン分布（Poisson distribution）

二項分布において、

確率 を持つ事象が 回の試行中 回おこることを考えたxnp
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 ポアソン分布は

二項分布の極限
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よって

とおくが微小で、 が極めて大きいp n

発生時間間隔は
指数分布



ポアソン分布（Poisson distribution）
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は必ず０以上の整数だが、
は整数とは限らない

x

Simeon Denis Poisson （１７８１－１８４０）
（France）



【復習】 確率変数のとりうる値が離散かつ無限個の場合

単位時間あたり平均で 回発生する事象が、

単位時間に 回（ゼロを含む）発生する確率
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ポアソン分布（Poisson distribution）

備考： のとき0x 1!xポアソン分布の現れる例：

●１分間に放射性物質から放射される粒子が平均２個観測されるとき、
１分間に１個も観測されない確率は？

●ある地域において、年間の交通事故件数が平均730件のとき、
１日に発生する事故の件数が０件である確率は？

●ある機械で部品を 10000個作ると、平均 5個の不良品ができるとき、
部品を 1000個作ったときに不良品が０個である確率は？ 不良品が１個出る確率は？

発生時間間隔は
指数分布

指数分布 と ポアソン分布 は同一現象の異なる表現

 ：平均到着（故障）率（人／時） ⇔ 
1 ：平均到着（故障）時間間隔
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３．分布の適合度の検定（カイ２乗検定）
期待度数に関する未知母数をデータから推定する場合（最尤推定）

【例】 ある地域の交通事故件数を 100日間調査：

事故件数（クラス）

日数
（観測度数）

１ ２ ３ ４ ５ 計

４３ ３１ １４ ８ ３ １kf
k ０

１００

問： １日あたりの事故件数はポアソン分布に従っているといえるかどうか
有意水準５％で検定せよ。

単位時間あたり平均で 回発生する事象が、

単位時間に 回（ゼロを含む）発生する確率
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ポアソン分布

１） まず各クラスにおける期待度数を求めなければならない。

クラス k 期待度数は、これに全度数（100）を
乗じれば求めることができる

この値が分からない
未知母数

前回とは
ここが違う！



３．分布の適合度の検定（カイ２乗検定）
期待度数に関する未知母数をデータから推定する場合（最尤推定）

【例】 ある地域の交通事故件数を 100日間調査：

事故件数（クラス）

日数
（観測度数）

１ ２ ３ ４ ５ 計

４３ ３１ １４ ８ ３ １kf
k ０

１００

問： １日あたりの事故件数はポアソン分布に従っているといえるかどうか
有意水準５％で検定せよ。

単位時間あたり平均で 回発生する事象が、

単位時間に 回（ゼロを含む）発生する確率
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ポアソン分布

１） まず各クラスにおける期待度数を求めなければならない。

クラス k 期待度数は、これに全度数（100）を
乗じれば求めることができる

この値が分からない
未知母数

データから推定

前回とは
ここが違う！



期待度数に関する未知母数をデータから推定する場合（つづき１）

事故件数（クラス）

日数
（観測度数）

１ ２ ３ ４ ５ 計

43 31 14 8 3 1kf
k ０

１００
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標本平均 をポアソン分布の未知母数 の推定値 とすると、 ̂x

  1153483142311430
100
1ˆ 

よって この式から期待度数を計算すると

36.8 36.8 18.4 6.13 1.53 0.307 １００期待度数
*

kf

６以上

0

0.0330

クラスk=4以上は
期待度数が小さすぎるので
「クラスk=3以上」にまとめる

ポアソン分布の
「最尤推定」を参照



期待度数に関する未知母数をデータから推定する場合（つづき２）

事故件数（クラス）

日数
（観測度数）

１ ２ 計

43 31 14 12kf
k ０

１００

36.8 36.8 18.4 8.0 １００期待度数
*

kf

３以上

このとき、自由度 のカイ２乗分布表から有意水準５％の棄却域を読み取る2114 

クラスの個数－１ 推定した未知母数の個数

       

011.5
0.8

0.812
4.18

4.1814
8.36

8.3631
8.36

8.3643 2222
2
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 05.02
2

95.0

棄却域



期待度数に関する未知母数をデータから推定する場合（つづき２）

事故件数（クラス）

日数
（観測度数）
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期待度数に関する未知母数をデータから推定する場合（つづき２）

事故件数（クラス）

日数
（観測度数）

１ ２ 計

43 31 14 12kf
k ０

１００

36.8 36.8 18.4 8.0 １００期待度数
*

kf

３以上

このとき、自由度 のカイ２乗分布表から有意水準５％の棄却域を読み取る2114 

クラスの個数－１ 推定した未知母数の個数 05.0

  99.505.02
2 

95.0

棄却域       

011.5
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帰無仮説は棄却されない ＝ ポアソン分布に従っていないとは言えない



適合度の検定（カイ２乗検定）：まとめ

標本分布および仮説による分布が度数分布で表されているとする。
それぞれの第ｋクラスの度数を および ただし とする。
このとき、仮説が正しいならば

統計量 は近似的に自由度 m-1 のカイ２乗分布に従う 
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kf
*

kf mk ,,2,1 
期待度数観測度数

5* kfただし、期待度数

● カイ２乗分布表を使って片側検定

● （期待度数＜５） の場合は、クラスを統合して度数を５以上にする

● 期待度数分布に関して未知母数が存在する場合、
（１） データから未知母数を推定
（２） カイ２乗分布の自由度は、（クラス数）－１－（未知母数の個数） とする



適合度の検定（カイ２乗検定）：まとめ

標本分布および仮説による分布が度数分布で表されているとする。
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● カイ２乗分布表を使って片側検定

● （期待度数＜５） の場合は、クラスを統合して度数を５以上にする

● 期待度数分布に関して未知母数が存在する場合、
（１） データから未知母数を推定
（２） カイ２乗分布の自由度は、（クラス数）－１－（未知母数の個数） とする



検定によってどんなことが判定できるか？

・比率の検定
（１） 母比率 が、ある値 に等しいといえるか？

（２） 比率の差の検定： ２つの異なる母集団の間で、母比率に差があるといえるか？

p 0p

・平均値の検定（正規母集団）
（１） 母集団の平均値 が、ある値 に等しいといえるか？

（２） 平均値の差の検定： ２つの異なる母集団の間で、母平均に差があるといえるか？

 0

・分散の検定
（１） 正規母集団の分散 が、ある値 に等しいといえるか？

（２） 分散の差の検定： ２つの異なる正規母集団の間で、分散に差があるといえるか？
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・適合度の検定
（１） 観察されたデータが、特定の分布に一致しているといえるか？

（２） ２つの母集団の確率分布が異なるものであるかどうか？

分布の種類を問わない
（ノンパラメトリック）
コルモゴロフ・スミルノフ検定



標本X
nxxx ,, ,21 

標本Y
myyy ,, ,21 

標本X
nxxx ,, ,21 

Kolmogorov-Smirnov検定 （Ｋ－Ｓ検定）とは？
（コルモゴロフ－スミルノフ検定）

【１標本 Ｋ－Ｓ検定】

【２標本 Ｋ－Ｓ検定】

標本Ｘが１独立変数の確率密度関数 と
一致していると言えるか？

)(xf

特に条件が無い
正規分布でも指数分布でも何でも良い！

標本Ｘと標本Ｙが同一の母集団の確率密度関数
より生じていると言えるか？

※ 非常に使い勝手の良い検定だが、サンプル数に制限あり。
計算には一般にコンピュータの支援が必要

ここが凄い！



Ｋ－Ｓ検定の計算手順（1標本） 累積確率分布の差を計算
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Ｋ－Ｓ 統計量

Ｄの有意確率 （ n>20 の近似式）
（２つの分布が等しいという仮説の下で
これ以上のＤの値が偶然得られる確率）

確率密度関数



Ｋ－Ｓ検定の計算手順（1標本） 累積確率分布の差を計算
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Ｋ－Ｓ 統計量
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Ｄの有意確率 （ n>20 の近似式）
（２つの分布が等しいという仮説の下で
これ以上のＤの値が偶然得られる確率）

確率密度関数



z=1.36
Qks(z)=0.05

z=1.62
Qks(z)=0.01

有意水準5％

有意水準 1％
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Ｄの有意確率 （ n>20 の近似式）
（２つの分布が等しいという仮説の下で
これ以上のＤの値が偶然得られる確率）



Ｋ－Ｓ検定の計算手順（1標本）：まとめ

標本X
nxxx ,, ,21 

【１標本 Ｋ－Ｓ検定】

標本Ｘが１独立変数の確率密度関数 と
一致していると言えるか？
（ただし n > 20）

)(xf

（１） 帰無仮説を「標本Ｘが確率密度関数 から発生」とする。

（２） 標本Ｘの累積確率分布 と
確率密度関数 の累積確率分布 を求める。

（３） 上記の２つの累積確率分布の差の絶対値の最大値であるＫＳ統計量
を求める。

（４） 標本個数 n と上記のＫＳ統計量 Ｄ を用いて の値を計算

（５） 有意水準５％の場合、 の値が1.36 以上だったら帰無仮説を棄却し、
「一致しない」と結論

有意水準１％の場合、 の値が 1.62 以上だったら帰無仮説を棄却し、
「一致しない」と結論
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Ｋ－Ｓ検定の計算手順（1標本）：まとめ

標本X
nxxx ,, ,21 

【１標本 Ｋ－Ｓ検定】

標本Ｘが１独立変数の確率密度関数 と
一致していると言えるか？
（ただし n > 20）

)(xf

（１） 帰無仮説を「標本Ｘが確率密度関数 から発生」とする。

（２） 標本Ｘの累積確率分布 と
確率密度関数 の累積確率分布 を求める。

（３） 上記の２つの累積確率分布の差の絶対値の最大値であるＫＳ統計量
を求める。

（４） 標本個数 n と上記のＫＳ統計量 Ｄ を用いて の値を計算

（５） 有意水準５％の場合、 の値が1.36 以上だったら帰無仮説を棄却し、
「一致しない」と結論

有意水準１％の場合、 の値が 1.62 以上だったら帰無仮説を棄却し、
「一致しない」と結論
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Ｋ－Ｓ検定の計算手順（２標本） 累積確率分布の差を計算
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Ｋ－Ｓ 統計量
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（２つの分布が等しいという仮説の下で
これ以上のＤの値が偶然得られる確率）
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Ｋ－Ｓ検定の計算手順（２標本） 累積確率分布の差を計算
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Ｋ－Ｓ 統計量
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（２つの分布が等しいという仮説の下で
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Ｋ－Ｓ検定の計算手順（２標本）：まとめ

（１） 帰無仮説を「標本ＸとＹが同一の母集団から発生」とする。

（２） 標本Ｘの累積確率分布 と、標本Ｙの累積確率分布 を求める。

（３） 上記の２つの累積確率分布の差の絶対値の最大値であるＫＳ統計量
を求める。

（４） 標本個数 n および m と上記のＫＳ統計量 Ｄ を用いて の値を計算

（５） 有意水準５％の場合、 の値が1.36 以上だったら帰無仮説を棄却し、
「一致しない」と結論

有意水準１％の場合、 の値が 1.62 以上だったら帰無仮説を棄却し、
「一致しない」と結論

)(xSn

mn
mnD


標本X nxxx ,, ,21 

標本Y myyy ,, ,21 

標本Ｘと標本Ｙが同一の母集団の確率密度関数
より生じていると言えるか？

（ただし nm/(n+m)>20 ）
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Ｋ－Ｓ検定の計算手順（２標本）：まとめ

（１） 帰無仮説を「標本ＸとＹが同一の母集団から発生」とする。

（２） 標本Ｘの累積確率分布 と、標本Ｙの累積確率分布 を求める。

（３） 上記の２つの累積確率分布の差の絶対値の最大値であるＫＳ統計量
を求める。

（４） 標本個数 n および m と上記のＫＳ統計量 Ｄ を用いて の値を計算

（５） 有意水準５％の場合、 の値が1.36 以上だったら帰無仮説を棄却し、
「一致しない」と結論

有意水準１％の場合、 の値が 1.62 以上だったら帰無仮説を棄却し、
「一致しない」と結論
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mnD


標本X nxxx ,, ,21 

標本Y myyy ,, ,21 

標本Ｘと標本Ｙが同一の母集団の確率密度関数
より生じていると言えるか？

（ただし nm/(n+m)>20 ）
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【演習問題】 2018.05.29 学籍番号 氏名

指数分布関数

の累積確率分布関数 を求めよ。
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【演習問題】 学籍番号 氏名

指数分布関数

の累積確率分布関数 を求めよ。
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x ≧ 0 の場合

x < 0 の場合
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