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標本分布２：正規分布の区間推定

授業の資料および演習・例題等の解答は

http://sysplan.nams.kyushu-u.ac.jp/gen/index.html



標本から正規分布の母数に関する情報を得る（１）

 ,,, ,21 nxxx が互いに独立確率変数で、 それらが全て

期待値 分散 の正規分布に従うとき、

平均値 の分布は

正規分布 になる
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すなわち は標準正規分布 N(0,1) になる

標準正規分布 z が -1.96 と +1.96
の間の値をとる確率は 95％ つまり
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期待値μがこの範囲である可能性は 95％

分散σは既知で
なければならない

このままでは現実的には使えない

未知の期待値μの
範囲を推定できる？n

xxxx n


21

正規分布表
から読み取る



正規分布表
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標本から正規分布の母数に関する情報を得る（１）
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平均値 の分布は

正規分布 になる

 2

),(
2

n
N 

n

xz 


すなわち は標準正規分布 N(0,1) になる
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期待値μがこの範囲である可能性は 95％

標準偏差σは既知で
なければならない

このままでは現実的には使えない

未知の期待値μの
範囲を推定できる？n

xxxx n


21

正規分布表
から読み取る



標本から正規分布の母数に関する情報を得る（２）
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このとき、分布

データ数 n に対して
n-１ であることに注意

分散σ2は未知なので
ｎ個の標本からの推定値 で代用
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平均値 の分布について標準化した分布
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自由度 n-1 の ｔ分布（t-distribution）

ｔ分布の確率密度関数
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：ガンマ関数)(x

n
xxx n 21

不偏分散はデータ数 n に依存した関数
正規分布にならない

に従う

自由度 n の

n→∞の極限では
正規分布になる
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このとき、分布

データ数 n に対して
n-１ であることに注意
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平均値 の分布について標準化した分布
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自由度 n-1 の ｔ分布（t-distribution）

ｔ分布の確率密度関数
2

1
2

1

2

2
1

)(




























 




n

n
x

nn

n

xf
 n→∞の極限では

正規分布になる
：ガンマ関数)(x
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不偏分散はデータ数 n に依存した関数
正規分布にならない

に従う

自由度 n の

標本から正規分布の母数に関する情報を得る（２）

分散σ2は未知なので
ｎ個の標本からの推定値 で代用



自由度
（Degree of freedom）

(n-1)

t 分布表

【参考：ガンマ関数】
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【参考】 ガンマ関数
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ｔ分布のグラフ

参考文献：ウィキペディア



【参考】 自由度１のｔ分布 ＝ 「コーシー分布」
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コーシー分布

正規分布
N（０，１）

コーシー分布の
裾野は遠くまで

伸びる

コーシー分布の
期待値と分散
は定義できない

「中央値」のみ
定義できる

（Cauchy distribution）

xTan
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【意外と身近なコーシー分布】

θ が（ - π / 2， π / 2 ）上の一様分布に従うとき，tan ( θ ) は コーシー分布 になる。

θ x

y

コーシー分布の
期待値と分散
は定義できない

中心値極限定理が
成り立たない分布



【ｔ 分布のまとめ】

ｔ分布の確率密度関数
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ただし ：ガンマ関数)(x

自由度 n の

n→∞の極限では
正規分布になる

n ＝１ のとき
コーシー分布  21
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コーシー分布の
確率密度関数

コーシー分布の
期待値と分散
は定義できない

中心値極限定理が
成り立たない特殊な分布

標本数 ｎ＋１

標本数 ｎ＋１ が３０程度までなら ｔ分布表を利用

標本数 ｎ＋１ が４０以上なら正規分布表を利用



同一な正規分布の独立な試行で得られた n 個のデータ について、

平均値 と分散の推定値 を計算する

t分布表より、自由度 9 の ｔ が -2.262 と +2.262
の間の値をとる確率は 95％ つまり
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もとの（未知な）正規分布における真の期待値μが
この範囲である可能性は 95％ → 信頼係数

例） データ数 n =10 のとき、自由度９
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データ数 n に対して
n-１ であることに注意

ｔ分布を用いれば、母集団標準偏差σ
が不明でも母集団平均値μについて
推論できる

区間推定

信頼区間
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平均値 の
標準化を試み
た確率変数

は、自由度n-1の
ｔ分布に従う

n
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標本から正規分布母数に関する情報を得る（まとめ）

x



同一な正規分布の独立な試行で得られた n 個のデータ について、

平均値 と分散の推定値 を計算する

t分布表より、自由度 9 の ｔ が -2.262 と +2.262
の間の値をとる確率は 95％ つまり
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もとの（未知な）正規分布における真の期待値μが
この範囲である可能性は 95％ → 信頼係数

例） データ数 n =10 のとき、自由度９

標本から正規分布母数に関する情報を得る（まとめ）
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データ数 n に対して
n-１ であることに注意

ｔ分布を用いれば、母集団標準偏差σ
が不明でも母集団平均値μについて
推論できる

区間推定

信頼区間
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 は、自由度n-1の
ｔ分布に従う
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平均値 の
標準化を試み
た確率変数

x



正規母集団の母平均の差の分布

（２） 異なる２つの正規分布からの
サンプルの平均の差はどんな分布？
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母平均
母分散

標本平均
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標本不偏分散

標本不偏分散

このとき ｔ は自由度 ｍ＋ｎ－２ の ｔ分布

yx  の分布は、平均値
分散
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これを利用することにより、



正規母集団の母平均の差の分布

（２） 異なる２つの正規分布からの
サンプルの平均の差はどんな分布？

標本X

mxxx ,, ,21 

標本Y

nyyy ,, ,21 

標本平均
m

xxxx m


,21 

n
yyyy n


,21 

母集団X

母集団Y
y

母平均
母分散

標本平均

x
2

2
母平均
母分散








m

i
ix xx

m
U

1

22 )(
1

1








n

i
iy yy

n
U

1

22 )(
1

1
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標本不偏分散
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このとき ｔ は自由度 ｍ＋ｎ－２ の ｔ分布

yx  の分布は、平均値
分散
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これを利用することにより、未知数の
集団Xの母平均と集団Yの母平均に
有意な差があるかどうかを判定できる



【演習問題】 2018.05.08 学籍番号 氏名

同一な正規分布の独立な試行で得られた n 個のデータ について、

データ数 n = ９ のとき、もとの正規分布の期待値を信頼係数９０％で区間推定せよ。

ただし データの平均を 分散の推定値を とする。
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【演習問題】 学籍番号 氏名

同一な正規分布の独立な試行で得られた n 個のデータ について、

データ数 n = ９ のとき、もとの正規分布の期待値を信頼係数９０％で区間推定せよ。

ただし データの平均を 分散の推定値を とする。

t分布表より、自由度 8 の ｔ が -1.860 と +1.860
の間の値をとる確率は 90％ つまり
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データ数 n = 9 のとき、自由度 ？

期待値の信頼区間
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【演習問題】 学籍番号 氏名
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データ数 n = 9 のとき、自由度 8

期待値の信頼区間
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