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確率論の基礎３
（確率変数が連続値をとる場合）

授業の資料等は

http://sysplan.nams.kyushu-u.ac.jp/gen/index.html



確率変数のとりうる値が連続値の場合

・連続（continuous）確率変数
・確率変数 x がある特定の値をとる「確率」はゼロ
→ 「確率」は、確率変数のとりうる値の任意の範囲に対して割当てられる

・確率変数 x のそれぞれの値に対して確率密度（probability density）が対応
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確率変数が連続値の例 1本の針を投げたとき、ある基準線となす角度 x
均一にどの角度にもなりうる
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【問１】 針の角度が となる確率は？
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コンピュータで
簡単に生成可能
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代表的な連続形分布関数：指数分布
exponential distribution
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機械が偶発的に故障するまでの時間の分布や
客が訪れる時間間隔などのモデルによく用いられる
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【復習】 確率変数のとりうる値が離散かつ無限個の場合

単位時間あたり平均で 回発生する事象が、

単位時間に 回（ゼロを含む）発生する確率
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ポアソン分布（Poisson distribution）

備考： のとき0x 1!xポアソン分布の現れる例：

●１分間に放射性物質から放射される粒子が平均２個観測されるとき、
１分間に１個も観測されない確率は？

●ある地域において、年間の交通事故件数が平均730件のとき、
１日に発生する事故の件数が０件である確率は？

●ある機械で部品を 10000個作ると、平均 5個の不良品ができるとき、
部品を 1000個作ったときに不良品が０個である確率は？ 不良品が１個出る確率は？

発生時間間隔は
指数分布

指数分布 と ポアソン分布 は同一現象の異なる表現

 ：平均到着（故障）率（人／時） ⇔ 
1 ：平均到着（故障）時間間隔



【参考】指数分布・ポアソン分布の応用：待ち行列

処理中 処理待ち

処理時間は指数分布
平均サービス時間 １／μ

客の到着はポアソン分布
平均到着間隔 １／λ

サービス中を含む客の数がゼロである確率
（待たずにサービスが受けられる確率 

1

サービス中を含む客の平均人数

サービスを待っている客の平均人数

到着してからサービスを受けて去るまでの平均時間

客の平均到着間隔
５分
平均処理時間
３分

客の平均到着間隔
５分
平均処理時間
4.5分
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待ち行列理論できちんと解析せずに設備投資をケチると…

トイレ行列・ＡＴＭの行列など

顧客へ長い待ち時間を強いる
顧客離れ
企業イメージの低下

→ ビジネスチャンスを逃す

ストックヤード： クレーンやコンベア能力によっては、貨物や資材で溢れ返ることに



期待値（expected value）
確率分布関数や確率密度関数から計算される確率変数 x の（理論的な）平均値
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練習問題

【１】 の連続値をとる一様分布の期待値と分散を計算せよ。10  x
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【１】 の連続値をとる一様分布の期待値と分散を計算せよ。10  x
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確率変数の変換公式

確率変数 Ｘ と 定数 a, b に対して     bXEabXaE 

   XVarabXaVar 2

【例題】 期待値 標準偏差 の確率変数 を

変換して得られる確率変数 の期待値と標準偏差を求めよ。
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確率変数Ｘの 標準化

【例題】 期待値 標準偏差 の確率変数 を
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代表的な連続形分布関数：正規分布
Gaussian distribution, normal distribution
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ドイツの数学者・天文学者・物理学者

Johann Carl Friedrich Gauss （１７７７－１８５５）

素数定理の予想
定規とコンパスによる正１７角形の作図
代数学（ガウス・ザイデル法）
複素関数論（ガウス平面）
最小２乗法、正規分布（ガウス分布）
天体望遠鏡（ガウス式レンズ）
微分幾何学・曲面論（ガウス曲率）
電磁気学（ガウスの法則・ガウス（磁束密度の単位））

ドイツの１０マルク札 （１９９９年）
（現在はユーロに統合されたため
流通していない）



お札にはガウス分布の数式とグラフが！



確率変数 は に従う

例） のとき、

を求める

正規分布における計算 )(xf
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の定積分 は初等関数で表せない

確率変数 を標準化した上で、

標準正規分布表を用いて計算する
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標準正規分布表
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二項分布による正規分布の近似

二項分布 は が大きくなるとき、
正規分布 に近づく

n),( pnB
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各段において、右または左へ
１／２の確率で落ちていく

どこに落ちるかは二項分布に従う

独立なベルヌーイ分布の確率変数の足し合わせ ＝ 二項分布
中心値
極限定理 正規分布へ
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【復習】
二項分布

１回の試行で、ある事象の起こる確率が p 
この試行を n 回行う

確率変数 x ： 事象の起こった回数
確率分布 P(x)   → 二項分布 Ｂ（n,p）

（例） ３回サイコロを投げたときの１の目が出る回数
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二項分布のグラフ

 
xnxxnx

xn pp
xnx

nppCxP  


 )1(
!!

!)1()(

5.0p

1n

2n

3n

4n

5n

10n

20n

)5,10(N
離散分布にもかかわらず
ほぼ正規分布と一致



単位時間あたり平均で 回発生する事象が、

単位時間に 回（ゼロを含む）発生する確率
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【復習】 二項分布の極限

離散分布



二項分布
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まとめ

・確率変数 が連続値をとる場合：確率密度関数

・確率変数 が ～ までの値をとる確率：

・確率変数 の期待値

・確率変数 の分散

・期待値 m 標準偏差 σ の確率変数 の標準化

・代表的な確率密度関数の例
１）一様分布（コンピュータで簡単に生成可能）
２）指数分布（機械が偶発的に故障するまでの時間／客が訪れる時間間隔等）

ポアソン分布でも表される同一現象の異なる表現
３）正規分布（さまざまな乱数の合計の極限）
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指数分布

の期待値および分散を求めよ

【演習問題】 2018.04.24 学籍番号 氏名
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【ヒント】 部分積分の公式

【期待値】

【分散】



指数分布

の期待値および分散を求めよ

【演習問題】 学籍番号 氏名
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【ヒント】 部分積分の公式


